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社会系|映画俳優共演 [8，37].学術論文共著 [32，75].電子メール [35].性交渉 [36]
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ヴュー論文 [13，14， 15， 16]や論文集 [5，17， 18]も出版されている.また入門書[19，20， 21， 22]や










2である.グラフの平均ノード間距離 (averageshortes path length) Lはすべてのペアにわたる平
均で定義される2 ノードの総数を Nを増やした場合.d次元格子の場合であればLαN1/dとな
り零的に増えるが，提案されたモデルではLαlogN程度でしか増えない.もうひとつの特徴はク








トワークに関する実験が r6次の隔たり J(six degrees of separation)というキーワードとともによ



























[31].共著関係 [32].代謝ネットワーク [3].蛋白質ネットワーク [34].電子メールのやりとり [35].
性交渉関係 [36]などで結合次数が霧的分布を持つことが示された.等分布の裾野には物理的な制
限などにより場合によってはカットオフがあるが，ほとんどの場合その指数が2<ν<3の範囲に
あることがわかっている [12，14， 13， 15， 16， 37]. この場合，平均ノード間距離はノードを増やし
た場合に対数より緩やかな増加(L氏 loglogN)を示すことが解析的に分かっている5[38].神経団
路網や食物連鎖網などでは，次数分布が零的ではなくむしろ指数関数的に減衰している場合もある


















5V = 3ならばLcx: log N / log log N，ν>3なら LαlogNとなる [38].
6ここで一度その感染したノードは再度感染することは無いとして入(k-1)としている.これは免疫あるいは死亡を考慮





ゃ kP(k) ¥ (k2)一(k)
Ro =):入(k-1)一一一=入ケ (k) . . (k) 
となり，Ro = 1となる感染率は
入 (k)-





















































クリーク)に分類する方法も提案されている [53，54， 55， 56].代謝ネットワークなどで頻繁に現れ



























いるリンクの平均数は (4)を使って計算すると ((k2)一(k))j(k)= 2mとなる.数え上げの重複を
無視して同様の計算を繰り返すと zだけ離れた距離にあるノードの平均数は (2m)Zとなる.ノー
ド問の特徴的な距離を lとしてみると 1+ 2::=1 (2mY rv N であるので
l rv log N j log(2m) 
と概算できる.また式(5)より knn(k)= 2m + 1となり，kによらないので次数相関は無い.すな
わち同類度も 0となる.次数相関が無いことからクラスタリング係数も以下のようにして計算でき
る[15，16]. 2つノードがそれぞれ次数kと次数どを持つ場合にその問にリンクが存在する条件付








たランダムグラフも使われ，同様に解析できる14[6，48， 65， 6]. 
c(k) 







総数 Zの分布はpX(l_p)πC2-m となり平均n(n-2)p/2となる.Nの大きい極限で相違は無い.(文献 [6]のTheorem
2.2) 












L/L* = f(ゆl/dL*) (6) 
とかけると予想される..ここでf(x)はスケーリング関数である.実際，式(6)は繰り込み群を用
いて導出できる [68].ゆ→0の極限で元の格子になるのでこの極限では一定となる.ゆ→∞の極
















上記のような過程 ("lわゆる"richget richer"なルール)によって寡則が現れることは， Simonに
よってかなり前から知られていた [73].初期条件によるわずかな影響を無視すると tステップ後の
ノードの数は tでリンクの数は mtであり，結合次数の平均値は (k)= 2mtである.次数がkの
ノードが次のステップで次数を増やす確率はk/(2t)である.sステップ目に加わったノードがtス
テップ目に次数kを持つ確率をp(k，s， t)とおくとマスター方程式
k -1 _ f k ¥ 
p(k， s， t + 1)= .v n， ~p(k -1， s， t)+ ( 1 -~: ) p(k，υ(8) 2t n'v ~'~'VI I \~ 2tJ 









とかけるので， (8)の両辺の 8=1から 8=tまでの和を計算すると
(t+1)P(k，t+1)-tP(kj)=1[(k-1)P(k-1j)-kP(kj)]+6k，m 
2 
となる.定常状態P(k)を求めるには P(k)= P(k， t + 1)= P(k， t)とすればよいので
P(k) +七kP(k)一(k一例一川 =dk.m 
である.P(m) = 2/(m + 2)となり，k>mでP(k)=結P(k-1)なので，これを解いて
2m(m + 1)
P(k) = 
k(k + l)(k + 2)
が導かれる.kが大きい領域では P(k)cx k-3となり寡則に従っている.優先的結合の確率が線形
でなく P に比例する場合，次数分布は案にはならない [74].特に，結合がまったく優先的でない
場合(α=0)は次数分布は指数関数になる.実際のデータから αを推定すると審指数がほぼ1で









π(ki) = ~.~ 
) :(ki + A) 
A > 0の場合，後から追加されたノードに比較的有利であることを意味する.このモデ、ルの次数
分布の寡指数は ν=3+A/mとなる.次数相関についても解析的に求めることができ丸η(k)~ 
β((2β)(m + A)3-1!βN2s-1k-2+1!β+ (m + A) log(k/(m + A))となる.ここでβ=m/(2m+A) 





















~2 ， 83 ， 84 ， 85 ， 86 ， 8~. たとえば，ノードにランダムに位置を割り振り. BAモデルの過程2での
リンクをはる確率を
π(ki) =三z
とするモデルが考えられる [83，84]. ここで Tは追加されたノードと既存の i番目のノードの距離
である.パラメーター αの値を変えることで距離による影響の強弱を調整できる.αがある関値





















考えると妥当な仮定であるといえる [89，90， 91]. 1/(， -1)はZipf指数と呼ばれ，多くの場合で1
に近い値になるといわれている.結合確率を決める関数f(α，a')として






のようにペアの内的結合強度の積に比例するものが考えられる [92，93， 94]. また，
f(α，a') = 8(α+ a'-z) 、?? ???， ，?、
としたもの(ここでOはHeavisideの関数 zはある関値)もあり，関値モデル (thresholdmodel) 
と呼ばれている [94，96]. 内的結合強度の分布を他の分布にしたものもあるが，その場合でも次数
分布は幕的な振る舞いを見せ，関値モデルの寡指数は 2であることが多い [95，96]. また次数相関
は負になる傾向がある [96，97].







knn(α = J r + 1 
I f(α，a')ρ(α')dαF 
=ヱー If(α， a')長(α')ρ(a')dα'+1 
k(α) } 
となり，内的結合強度αのノードのクラスタリング係数は
f f 川 ) ω ')f(伊川α
J J f川川)川fうν川')p(a'以仰バμ(伊似州α
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p(R) = Rd(v-l)+1に従うように割り振る.距離がその円内になるノードとリンクさせる [99]. この
モデルでは次数分布が寝的であるにもかかわらずパーコレーション転移点が有限になる.Rozenfeld 
らは似たようなモデルを用いて次数分布に対する有限サイズ効果によるカットオフについて解析


































??? ?? (14) 
を決定論的に指定する.ただし γ>1 とする 17 指数が ì~2 を充たす場合に Zipf の法則に対応
する.ノードの総数Nが十分大きいと仮定すると属性値向の分布は




? ??? ???? (15) 
と近似でき，






















f (2X)d (l < 1/2) 
p(l < x) = < l 1 (l三1/2)
となる. したがって内的結合強度がαとdで与えられているノードのペア聞に結合がある確率は
f(α，a') = min( ()α'，1) (18) 
である.これは確率は 1以下であるからである.内的結合強度がαであるノードの平均結合次数は
(11)で与えられるので， (15)と(18)を代入して計算すると
r 2(γ-1)N -γN仕TJJ1 、
-¥1 -r- ，- ()α(α< ()-IN，-l) 
k(α)~~ 1. }~γ-2)1 、、 F
1 (γ-1)Bα-(()α)7-i f11、




2m = J k(α)ρ(α)dα 
となる.Nが大きい時支配的なる項のみを取り出して書き下すと 0の近似式
(20) 
I 2~ (1二;)2 h> 2) 
θ~~ ー \γ-1!， _1 (21) I (2m(2-i)¥口
1 ~ -';;~nN" ) (1 <γ< 2) 
が得られる.このように漸近的な性質はγ=2を境に変化する.すなわち γ>2で(19)はNの大
きい極限で
1:1 ¥ ._ i -2 k(α)~2m一一α (γ> 2) 
γ-1 






る.このような違いは， (11)の積分の計算においてγ>2では積分範囲 (16)のうち αが小さいほ
う(αrv1)が支配的である一方， γ<2ではαが大きいほう (αrvN1/(γー 1)が支配的となることか
ら生じる.
結合次数の分布は
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図 1:(a)結合度分布の例.実線は解析的な計算によって求めた予想(27)，(28)による.(b)内的結合強度α
の分布の纂指数γに対するネットワークの次数分布の築指数νの変化.黒丸は数値計算の結果であり，m=3， 
d = 2， N = 10000の場合である.この結果はdにはよらない.(c)次数相関の例.実線は解析的な計算によっ
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で与えられる.γ>2の場合， (24)の積分の中身が最大値を取る αが積分範囲 (16)の内側にある
条件
2m工二2+7<k<2mヱ二~N廿ï+γγ-1. ， .• ---i-1 
をみたす kに対して鞍点法近似により
'" (2myr-l 1γ-2)γー1N! r(k-γ+ 1)
P(k)一一一一一(γ-1)γ-2 k! r(N-γ+ 2)
となる.特にk>>1に対して






5 -2i _ J _ 2mN 











る.長nn(k)を計算するには (22)あるいは (23)を用いて αを消去するとよい19γ>3の時，十分
大きい Nに対して
2m(， -2)2 
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knn(k) ~ 
(k <詰N討，2<， < 3) 
|九r3ー 吋 九r-r:l 1 
C1 IC2長マ_C3 1 v ~ -. _ 1+ 1 (k >日N行，2<， < 3) 
(30) 
となるが，ここでいねご)'C2 =年長，C3=会制Lとした.小さい kでは一定だが，
大きいkでは knn(k)cx: k一(3-/)で減衰する. 1 <γ<2の時は
( 2mN(2-γ)(2，ー1)
| k<1/( 2ーγ)，1< ， < 2)
'YlnN 
knn(k) = < 






















t』ぷz ロ0 5Bυ 10，1 
U 
“ー 凶ロω
deglrtem e:k lCMmlfkxm 
10'2¥ 





























?••• •. ?•  .  
??
? ?? ?? ?
???























長 I" d=3 















f(α，α')f(α，αH ( 0α'a" > 1) or (i三合+会))
h(α，αα勺=
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と求まる.')'<2では積分範囲の大きいほう (αrvN1/(守一1))か支配的であり，この領域でh(α，a'，αつ~
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